Fiche résumé Cinématique

Cinématique du point

Coordonnées cartésiennes

Vecteur position OM =Xi +Vyj+2K HWH =y’
Vecteur vitesse du point M par rapﬂrt au référentiel R :
VY - diﬂ X+ yj+ 2K
) Vecteur accélération du point M par rapport au référentiel R :
] ) = Wl:xnyjuﬁ

Coordonnées cylindriques

k“ 5 H est la projection orthogonale de M sur le plan (O,i, ).
z € :vecteur unitaire issu de i par rotation d’un angle @ autour de I’axe (O,éz)
M €, : vecteur unitaire directement orthogonal & &, et appartenant au plan (O,i,]).
Les coordonnées cylindriques du point M dans le repére (O,7,j,k) sont:
o //' o r=0H : mesure algébrique de OH sur I’axe (O, §,)
i 7 \H j e O=(i§) :angle orienté par le vecteur unitaire kK normal au plan (i ,€,)

- - -
v e Z:projection orthogonale de OM sur l'axe (O,éz).

La base (€,,€,,€,) est orthonormée directe.

Le vecteur position du point M s’écrit donc dans cette base : OM = ré, +z&, Etsa norme devient : HWH =~/r2+ 722

Relation entre le systeme de coordonnées cylindriques et cartésiennes

€9 i X =rcosf - =
0 A _ € =coséi +sind]j
— y=rsiné et . .
€, =—sinbi +cosdj
H . 1=1
y &
=i
o . i

Vecteur vitesse du point M par rapport au référentiel R : \7,“40 = fér +roeg, + Zéz

oo o 2 o o oo oo
Vecteur accélération du point M par rapport au référentiel R : l:,”,LD = [r— réo }ér +(2 ro+r 0) €, + 7§,

. . a s d* s a .
Dérivation des vecteurs de la base : %:Heg ; %:—Her ; dﬁ:o

Coordonnées sphériques




Fiche résumé Cinématique

H est la projection orthogonale du point M sur le plan (O,T, ]).

|

D,

=

: vecteur unitaire issu de i par rotation d’un angle ¢ autour de I’axe (O,éz)

|

D

, © Vecteur unitaire directement orthogonal a €, et appartenant au plan (O

)
€, : vecteur unitaire issu de €, par rotation d’un angle ¢ autour de I’axe (O,éa))
€, : vecteur unitaire issu de € par rotation d’un angle & autour de I’axe (O éq,).

Labase (&,,€,,€,) est orthonormée directe.
Les coordonnées sphériques du point M sont :

e p=0M :mesurésurl'axe (O,€,)
o 0=(¢€,€,) :angle orienté par le vecteur unitaire €,
s ¢=(i€) :angle orienté par vecteur unitaire €,

Le vecteur position s’écrit donc dans cette base : OM = PE,
Relation entre le systeme de coordonnées cartésiennes et sphériques

Nous avons ici trois relations qui s'obtiennent en projetant OM = p sur les axes (O,i), (O,]) et (O,k) :

%, i N
A A — ci
— — X = psin@cos e
. - y = psin@sing
y H e, psind M €, Z=pcosé
0 X i 0 7 €
da(t da(t -
Formule de la base mobile : {#} ={#} + Qg r) AU(L)
Ry R

Les expressions des vecteurs vitesse et accélération ne sont pas a connaitre. Toutefois, il est bon de savoir les retrouver
rapidement en utilisant la formule ci-dessus.

Composition de mouvement
e : L\FM _\7M M
Composition des vitesses : V' =V +Vg'p

Vi est appelée vitesse absolue, Vs est appelée vitesse relative et

\7R“1",RO est appelée vitesse d'entrainement.

Composition des vecteurs rotation :

Qp g, = 1p +Q5 /5,

Composition des vecteurs accélération :

™M M M ™M
rrez/re0 = FRZ/R1 +FR11R0 + I Coriotis
M 7M
AR, - o (Ve o .
r =|———=1 :vecteur accélération absolue du point M, I' =|———%1| :vecteur accélération relative du
Ry /Ry dt Re/Ry dt
RO Rl
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d(Vale, )
™M R /Ry . VA v , A . =M — M . L
Tar = BT : vecteur accélération d’entrainement du point M, I'cyi = 2€2g jr ) AVr, 5 © Vecteur accelération de

Ro
Coriolis du point M.

CINEMATIQUE DU SOLIDE

Solide en mouvement de translation rectiligne ou circulaire

Paramétrage de la translation :

Q =0etVM =Cte VMEeS

(Ry/Ro) Ri/Ry

Solide en mouvement de rotation

Un solide S est en rotation par rapport a un référentiel R, si et seulement

si, il existe un point A tel que : V), =0.

On remarque que la vitesse est nulle en n’importe quel point de I’axe de
rotation.

En C la vitesse devient :  [Vip =Qp p, A AC

Relation fondamentale, champ des vitesses des points d'un solide

. —a ~ —
Vsir, =Vsir, Qg A AB
Remarque :

Cette relation n'est valable que si A et B appartiennent a un méme solide.
Torseur cinématique
Pour simplifier I’écriture du vecteur rotation et du vecteur vitesse en un

point, on les regroupe dans un nouvel opérateur que nous nommerons
torseur cinématique, noté ;

{'95/% }A 2{52(5/%)'\755%}

Le vecteur rotation Q(S /r,) €Staussi appelé résultante du torseur. Le vecteur vitesse VS‘}RO est aussi appelé moment du torseur.
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Point central - Axe central - Moment central
Un point central d’un torseur est un point de I’espace, ou le moment du torseur a la méme direction que la résultante.

L’axe central d’un torseur est la droite constituée par I’ensemble des points centraux (I’axe central n’existe que si la résultante
du torseur n’est pas nulle existe : QS,R #0). L’axe central a méme direction que la résultante du torseur.

©) Supposons le torseur défini en un point A par :
2 TA
{‘QS/R0 }A = {Q(S/ROVVS/RO} .

Alors le pied H de la perpendiculaire abaissée de A sur I’axe central (D)
est défini par le vecteur :

_. Q AVA

H="®F_ SR% Tyt point M de (D) peut donc étre défini par :

2 .

||Q(R1/Ru)

AB = AH + HM . Soit encore :

O VAL
AM = —R/R) T SIR L 15y ou A est un réel.
v = 2 (Ri/R)

R /Ry ||Q(R1/Ro)

Le moment central d’un torseur est le moment en un point de son axe central. Il a la méme direction que I’axe central du
torseur. L axe central d’un torseur cinématique est aussi appelé axe instantané de rotation.

Equiprojectivité des vecteurs vitesse

. AB . . - -
avec: U= il vient: = GV, =0V,
AB

soit encore : "\7$B/R ||COS(V53RIE) = "\78/;R||COS(\78/;R’A_B.)

La quantité ||\7$’7R||cos(\7$’jR,ﬁ) correspond & la mesure algébrique de la
projection du vecteur vitesse du point A sur la droite (AB), soit Aa . De méme :
Bb:||\7$B,R||cos(\7$B,R,AB).

Donc les projections de ces deux vecteurs sur I'axe (AB) sont égales.

Centre instantané de rotation (CIR)

On considére maintenant que tous les mouvements des solides sont dans un méme plan, c’est-a-dire qu’ils ne possédent que
trois degrés de liberté : une rotation selon la normale au plan et deux translations dans le plan.

Soit un point M appartenant a un solide (S) et animé d'une vitesse Vs“j‘R . On appelle centre instantané de rotation de (S) par
rapport a R, le point I, si la vitesse de celui-ci est nulle a un instant donné.

\73I/R =0

Le point vérifiant la propriété ci-dessus n’est pas forcément le méme a tout instant.
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Propriété

(s

VM. Quelque soit le point M : V{je =V o + Qg p Al

Dot : VM, = Qg n A IM

Le centre instantané de rotation est situé sur la normale au vecteur vitesse V.Y, issue de M.

8. Base et roulante

Base

On appelle la base du mouvement de (S) par rapport a un référentiel R, le lieu des centres instantanés de rotation I, exprimé
dans le repére fixe (c'est-a-dire R).

Roulante
On appelle roulante du mouvement de (S) par rapport a R, le lieu des centres instantanés de rotation I, exprimé dans le repére
mobile (c'est-a-dire lié a S). A tout instant, la roulante roule sans glisser sur la base.

Mouvement plan sur plan de trois plans

Soient trois repéres, R, :(0,,%X,,¥,,Z,), R,:(0,,X%,,¥,.Z,) et R;:(0;,%,,Y,,Z,) liés respectivement a trois solides S,, S, et
S,. Supposons qu'au cours des mouvements de ces trois solides, les trois plans associés P, :(0,,%,,¥,), P,:(0,,X,,V,) et
P, :(0,,X,,y,) restent confondus,donc 7, =7,=7,=7.

Posons : Qg jry =OnZ ; Qi = Ol 5 Qg jry = Ol

Notons : I,, Le centre instantané de rotation du mouvement du plan P, par rapporta B,
I,, Le centre instantané de rotation du mouvement du plan P, par rapporta P,,
I, Le centre instantané de rotation du mouvement du plan P, par rapporta P,

On peut écrire alors que : \7;12,1R2 =0

En passant par le troisieme repére : V7, +Vy2, =0

En appliquant deux fois la formule de changement de point ; IA (ol + g, l,l,) = 0

Donc les deux vecteurs 1,1, et 1,1, sont colinéaires.

Les trois centres instantanés de rotation 1,,, I,; et 1,; sont alignés.
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